Dikaz hustoty racionalnich cisel
TOMAS SOURADA

Véta 1 (hustota Q). Pro libovolnd dvé redlnd ¢isla a, b, pro néz plati a < b, existuje raciondlni
¢islo q, Ze plati a < q < b.

Intuice 1. Pojdme se kratce zamyslet, co nam naSe véta iika. PoloZime-lia = 0a b = 1,
dostavame, zZe existuje raciondlni ¢islo mezi nulou a jednickou. To zfejmé existuje, napriklad

1
=5 Ale co kdyZ vezmeme a a b mnohem blize? Tteba a = 0 a b = 0,0000000001. Snadno

nahlédneme, 7e jsou-li a,b raciondlni (tedy je lze vyjadiit ve tvaru ﬂ, kde m € Z,n € N,
m, n jsou nesoudélnd), jejich aritmeticky prumér je také racionélni a lezi mezi nimi. Véta ndm
vSak tika, Ze vezmeme-li libovolna rizna redlné ¢isla, tak jakkoliv budou u sebe blizko, vzdy
najdeme néjaké racionalni ¢islo, které bude mezi nimi. Pozor vsak, abychom nenabyli mylného
dojmu, Ze je tedy racionalnich cisel ,stejné® jako vSech redlnych. Zatimco racionélni ¢isla jsou
spocetna (lze je jednoznacéné odislovat prirozenymi ¢isly), ¢isla redlnd spocetnd nejsou (dikaz
spocetnosti raciondlnich i nespocetnosti redlnych ¢isel neni tézky a je zajimavy, necht si ho
tedy laskavy ¢tendf provede sam, popiipadé uéini v néjakém dalsim referatku).

Dohoda 1. Reilna ¢isla zapisujeme jejich desetinnym rozvojem. V piipadé dvojznac¢nosti
volme moznost s ukonéenym rozvojem (napiiklad pro &islo 1,9 = 2 volme zépis 2).

Dikaz (véta o hustoté Q): Z uvahy, kterou jsme vedli v intuici, bychom mohli usoudit, Ze
postaci spocitat aritmeticky priamér ¢éisel a a b. JenZe to nen{ tak snadné. To vitbec nemusi
byt raciondlni ¢islo. Podivejme se tedy na to jinak.

Budte déna ¢&isla a,b € R, a < b. Cislo ¢, pro néz plati a < ¢ < b nalezneme piimou konstrukei.
Cisla a, b mtizeme zapsat pro ag, by € Z (dokonce budeme uvazovat ag, by nezdporn4 - pro zbylé
moznosti ditkaz provedeme analogicky) a cifry a;,b; € {0,1,...,9} jako a = ag,a1a2a3...;
b = by, b1babs . ..

Jelikoz a #£ b, Ik € N : ap, # bi. Vezméme nejmensi takové k. Pak

ap,a1a2a3...0k-1 = bo, b1b2b3 e b/c—l

ap, 410203 . . . Ap_1a; < by, b1babs ... bp_1by

Zapis desetinného rozvoje hledaného éisla ¢ bude takovy:
Vi € {0,1,...,]{}:%’:&2‘

Diky tomu ziejmé g < b (jelikoz qr = ap < by, predchozi cifry jsou pro ¢ i b stejné a za g
nemuzou dle dohody néasledovat samé cifry 9, které by hodnotu cifry ¢; pomyslné zvysily, aby
dorovnala hodnou by).

Dalsi cifry ¢isla ¢ (tedy qr+1, qxi2, - - - ) budou cifry 9. A bude jich koneéné mnoho, konkrétné
o jednu vic, nez kolik jich je v zépisu ¢isla a za cifrou ai (tedy agi1, art2, -..), nez se v
zapisu Cisla a objevi jind cifra nez 9. Ta se nékdy jisté objevi (diky dohodé nemtze zadné
¢islo koncit nekoneénym zipisem devitek). Tedy

JeN:a=ag,a102...arak41...q1-10; ...

q= 00,0102 ...00k+1 - --1—19;



kde

ag €N

ay,az,...,a €{0,...,9}
ag+1 = Agy2 = =a—1 =9
a; #9

Ztejmé tedy a < q, coz bylo dokazati.
Nami nalezené g mé ukonceny desetinny rozvoj, tedy ¢ € Q a také a < q < b. O

Mizeme jesté poznamenat, ze nalezené ¢islo ¢ samoziejmé neni jedinym racionalnim ¢&is-
lem, které je ostfe mezi a a b. Pozorny étendr si miZe vSimnout, ze racionalnich éisel s takovou
vlastnosti je ve skutecnosti nekoneéno (mtizeme ditkaz opakovat po polozeni a = a a b = q).



