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Vìta 1 (hustota Q). Pro libovolná dvì reálná èísla a, b, pro nì¾ platí a < b, existuje racionální

èíslo q, ¾e platí a < q < b.

Intuice 1. Pojïme se krátce zamyslet, co nám na¹e vìta øíká. Polo¾íme-li a = 0 a b = 1,
dostáváme, ¾e existuje racionální èíslo mezi nulou a jednièkou. To zøejmì existuje, napøíklad

q =
1

2
. Ale co kdy¾ vezmeme a a b mnohem blí¾e? Tøeba a = 0 a b = 0, 0000000001. Snadno

nahlédneme, ¾e jsou-li a, b racionální (tedy je lze vyjádøit ve tvaru
m

n
, kde m ∈ Z, n ∈ N,

m,n jsou nesoudìlná), jejich aritmetický prùmìr je také racionální a le¾í mezi nimi. Vìta nám
v¹ak øíká, ¾e vezmeme-li libovolná rùzná reálná èísla, tak jakkoliv budou u sebe blízko, v¾dy
najdeme nìjaké racionální èíslo, které bude mezi nimi. Pozor v¹ak, abychom nenabyli mylného
dojmu, ¾e je tedy racionálních èísel þstejnìÿ jako v¹ech reálných. Zatímco racionální èísla jsou
spoèetná (lze je jednoznaènì oèíslovat pøirozenými èísly), èísla reálná spoèetná nejsou (dùkaz
spoèetnosti racionálních i nespoèetnosti reálných èísel není tì¾ký a je zajímavý, nech» si ho
tedy laskavý ètenáø provede sám, popøípadì uèiní v nìjakém dal¹ím referátku).

Dohoda 1. Reálná èísla zapisujeme jejich desetinným rozvojem. V pøípadì dvojznaènosti
volme mo¾nost s ukonèeným rozvojem (napøíklad pro èíslo 1, 9 = 2 volme zápis 2).

Dùkaz (vìta o hustotì Q): Z úvahy, kterou jsme vedli v intuici, bychom mohli usoudit, ¾e
postaèí spoèítat aritmetický prùmìr èísel a a b. Jen¾e to není tak snadné. To vùbec nemusí
být racionální èíslo. Podívejme se tedy na to jinak.
Buïte dána èísla a, b ∈ R, a < b. Èíslo q, pro nì¾ platí a < q < b nalezneme pøímou konstrukcí.
Èísla a, bmù¾eme zapsat pro a0, b0 ∈ Z (dokonce budeme uva¾ovat a0, b0 nezáporná - pro zbylé
mo¾nosti dùkaz provedeme analogicky) a cifry ai, bi ∈ {0, 1, . . . , 9} jako a = a0, a1a2a3 . . . ;
b = b0, b1b2b3 . . .
Jeliko¾ a 6= b, ∃k ∈ N : ak 6= bk. Vezmìme nejmen¹í takové k. Pak

a0, a1a2a3 . . . ak−1 = b0, b1b2b3 . . . bk−1

a0, a1a2a3 . . . ak−1ak < b0, b1b2b3 . . . bk−1bk

Zápis desetinného rozvoje hledaného èísla q bude takový:

∀i ∈ {0, 1, . . . , k} : qi = ai

Díky tomu zøejmì q < b (jeliko¾ qk = ak < bk, pøedchozí cifry jsou pro q i b stejné a za qk
nemù¾ou dle dohody následovat samé cifry 9, které by hodnotu cifry qk pomyslnì zvý¹ily, aby
dorovnala hodnou bk).
Dal¹í cifry èísla q (tedy qk+1, qk+2, . . . ) budou cifry 9. A bude jich koneènì mnoho, konkrétnì
o jednu víc, ne¾ kolik jich je v zápisu èísla a za cifrou ak (tedy ak+1, ak+2, . . . ), ne¾ se v
zápisu èísla a objeví jiná cifra ne¾ 9. Ta se nìkdy jistì objeví (díky dohodì nemù¾e ¾ádné
èíslo konèit nekoneèným zápisem devítek). Tedy

∃l ∈ N : a = a0, a1a2 . . . akak+1 . . . al−1al . . .

q = a0, a1a2 . . . akak+1 . . . al−19;
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kde

a0 ∈ N
a1, a2, . . . , ak ∈ {0, . . . , 9}
ak+1 = ak+2 = · · · = al−1 = 9

al 6= 9

Zøejmì tedy a < q, co¾ bylo dokázati.
Námi nalezené q má ukonèený desetinný rozvoj, tedy q ∈ Q a také a < q < b.

Mù¾eme je¹tì poznamenat, ¾e nalezené èíslo q samozøejmì není jediným racionálním èís-
lem, které je ostøe mezi a a b. Pozorný ètenáø si mù¾e v¹imnout, ¾e racionálních èísel s takovou
vlastností je ve skuteènosti nekoneèno (mù¾eme dùkaz opakovat po polo¾ení a = a a b = q).
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